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DaviD CONESA PAGAN CAPiTULO 1. INTEGRACION EN UNA VARIABLE

1.3. Aplicaciones

1.3.1. Calculo de areas

y
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/_( Definicién 1.6 (Célculo de areas entre curvas) )

N
Los pasos a seguir para calcular el drea entre dos curvas f(x) y g(x) en el intervalo [a, b] son:

1. Identificar la posicién relativa: Determinar qué funcién actia como limite superior ("te-
cho”) y cudl como limite inferior (”suelo”) dentro del intervalo.

2. Calcular los puntos de interseccién: Igualar ambas funciones (f(x) = g(z)) para averiguar
si se cruzan. Esto nos permite determinar los limites de integraciéon exactos en caso de que haya
que dividir el intervalo original [a, b].

3. Partir el intervalo: Dividir [a, b] en subintervalos en los que una funcién se mantenga estric-
tamente por encima de la otra. Para garantizar que el area sea siempre positiva sin importar
los cruces, podemos integrar el valor absoluto de su diferencia.

Es decir, de forma general y asumiendo por ejemplo que g(x) > f(z) en un tramo [a,b], se
cumple que:
b
Area:/(() dw—/|f ()| dz
a
_ J
(_( Observacién 1.13 (;Qué pasa si la funcién es negativa?) ) N

Si la funcién f(x) es negativa en el intervalo [a,b], la integral f: f(z) dx también serd negativa, lo
que no tiene sentido en el contexto de calculo de areas. Para solucionar esto, debemos usar el valor
absoluto de la funcién dentro de la integral (es decir, restar "techo menos suelo”, donde el techo es

el eje y = 0):
A= /|f —0|dx—/(o e /f
\ J
(_( Observacién 1.14 (;Qué pasa si f(x) cruza el eje z y se vuelve negativa?) Jﬁ

En este caso, debemos dividir el intervalo en partes donde la funcién sea positiva y partes donde sea
negativa. Luego, aplicamos la aditividad respecto al intervalo para integrar cada parte por separado,
usando el valor absoluto (restar 0 — f(x)) para las partes negativas.

Por ejemplo, si la funcién cruza el eje en un punto ¢ (siendo positiva hasta ¢ y negativa después):

A=/ab|f(w)—Oldx=/acf(w)der/cb(O—f(x))dw
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DaviD CONESA PAGAN CAPiTULO 1. INTEGRACION EN UNA VARIABLE

1.3.6. Calculo de probabilidades de distribuciones continuas

({DﬁWMLummwmmmMM®mmwmm”

Para que una funcién y = f(z) sea considerada una funcién de densidad de probabilidad de
una variable aleatoria continua, debe cumplir obligatoriamente dos propiedades:

1. Ser no negativa en todo su dominio: f(z) >0
2. El 4rea total bajo la curva debe ser exactamente 1 (el 100 % de probabilidad):

/+O° flz)dz =1

— 00

y = f(x)

Area = Probabilidad
Py < X <x)

~
S

—00 ‘

(_( Observacién 1.16 (Funcién de Distribucién y Sucesos) }

La probabilidad de que ocurra un suceso menor o igual a un valor x viene dada por la funcién de
distribucién de probabilidad, denotada como F(x). Se calcula integrando la funcién de densidad
desde el menos infinito hasta el punto x:

T
Pr(suceso < z) = F(z) = / f(t)dt
—oo
(Nota: Se usa t dentro de la integral como variable muda para no confundirla con el limite x).
Si queremos calcular la probabilidad de que el suceso ocurra en un intervalo concreto entre dos

valores y v = (con y < x), restamos sus funciones de distribucién, lo que equivale a la integral
definida entre esos dos puntos:

Fo)- Fly) = [ Oo s [ : 7ty dt = / " p at
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DaviD CONESA PAGAN CAPiTULO 2. INTEGRACION NUMERICA

(_( Teorema 2.14 (Regla de Simpson 3/8 (Simple)) J

~
La Regla de Simpson de 3/8 es una variante que, en lugar de aproximar la funcién con una pardbola,
utiliza un polinomio interpolador de grado 3 (ctibico), denotado como ps(x).
Para definir un polinomio de grado 3 necesitamos exactamente 4 puntos. Por tanto, dividimos el
intervalo de integracién [a,b] en 3 subintervalos iguales, obteniendo el siguiente paso:
9
="
3
Los cuatro nodos equiespaciados resultantes son:
ro=a, x1=a-+h, xzo=a+2h, xz3=0
Y
|
|
/_\/ [)3 (I>
I : . I
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 \ 1 1 \ | xT
o= a I T2 T3 = b
h h h
Al integrar este polinomio ciibico analiticamente en el intervalo completo, obtenemos la férmula
exacta de la aproximacion:
b b
| t@dox [ pa@ydo
a a
3h
=3 [f(z0) +3f(21) + 3f(22) + f(z3)]
Nota de uso: Esta regla se reconoce facilmente por su vector de coeficientes (1,3,3,1) escalado por
el factor exterior 3h/8.
_ J
(_( Teorema 2.15 (Férmula del Error de Simpson 3/8 y su Uso Practico) J N
El error asociado a la aproximacién mediante la Regla de Simpson 3/8 simple viene dado por:
b b 3h5 )
Bsyys(F[at) = [ 1@ do— [ pala)do=-327) e @)
a a
Aplicacién Practica (El problema de las tablas de datos):
Recordemos que el Método de Simpson 1/3 requiere dividir el dominio en un niimero par de subin-
tervalos. Esto significa que necesitamos obligatoriamente un niimero impar de puntos/nodos (ej:
3,5,7,9..).
Sin embargo, en la ingenieria naval es muy comin que nos den tabulados un nimero par de
puntos (ej: 4, 6, 8...). Al tener un ntimero par de puntos, tenemos un nimero impar de subinterva-
los, por lo que jno podemos agruparlos todos en pardbolas (de 2 en 2 subintervalos)!
Solucién:
La Regla de Simpson 3/8 "rescata” estos casos. Como Simpson 3/8 consume exactamente 3 subin-
tervalos (4 puntos), se aplica un bloque de 3/8 a un extremo de la funcién, y los subintervalos
restantes (que ya serdn pares) se integran usando la regla de Simpson 1/3 tradicional.
\ J
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DaviD CONESA PAGAN CAPITULO 4. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

(_( Proposicién 4.1 (Direccién de méximo crecimiento) )

~
Evaluado en un punto (g, %o), el vector V f(x,yo) apunta en la direccién en la que la funcién crece
mas rapidamente.
Su vector opuesto, —V f(zo, yo), indica la direccién de maximo decrecimiento.

. y
(_( Proposicién 4.2 (Plano tangente a una superficie) J N
El gradiente permite construir el plano tangente a una superficie definida explicitamente por z =

f(x,y) en un punto (zg,yo) € Q. Su ecuacion es:
f(zo,90) + fa(z0,%0)(x — 0) + fy(z0,%0)(y — yo)
O, de forma més compacta, usando el producto escalar:
T —x
z = f(xo0,y0) + Vf(xo,90) - ( B 0)
Y—5%
\ J

Ejemplo. Calculad el plano tangente a la superficie z = 2 + y2 en el punto (1/2,1/2).

Sea f(z,y) = % + y?. Calculamos el plano tangente en Py (3, 3).

11 1

Vi (35) =

Por tanto, el plano tangente viene dado por:

1 1 1
= 4(1.1)- g AD

z:x—l—y—%

B Superficie: z=x2 + y?
BN Plano tangente: z=x+y—+

® Punto(}, 1,2
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DaviD CONESA PAGAN CAPITULO 4. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

4.7. Optimizacion de Funciones de Varias Variables

Para encontrar y clasificar los extremos (maximos y minimos) de una funcién f : Q C R? — R, seguimos
un proceso basado en sus derivadas.

/_( Definicién 4.19 (Puntos Criticos (Condicién Necesaria)) }

Un punto (zg,yo) es un punto critico (o candidato a extremo relativo) si anula el gradiente de la
funcién. Es decir, sus derivadas parciales de primer orden deben ser cero simultaneamente:

_ fz(®0,90) =0
Vf(zo,y0) = (0,0) = {fy($o7yo) _ 0

g J

(_( Teorema 4.8 (Polinomio de Taylor y la Matriz Hessiana) )

Para saber qué ocurre exactamente en un punto critico (zo, yo), analizamos el Polinomio de Taylor
de orden 2 a su alrededor:

f(z,y) = f(zo,y0) + fu(zo,y0)(x — x0) + fy(x0,%0)(y — yo) +Términos de orden 2

Esto es 0 porque es un punto critico

Al desaparecer la parte lineal, la forma de la superficie depende enteramente de los términos cuadra-
ticos (parabdlicos), los cuales se organizan en la Matriz Hessiana:

_ ( fex(%0,%0)  fay(To0,%0)
Hf(mo’yO) N (fym($07y0) fyz(xO)y0)>

\\ J

,_( Observacién 4.9 (Casos Modelo de Puntos Criticos) )

Existen tres comportamientos basicos en el origen (0,0) dependiendo de la forma cuadrética:
= Minimo relativo: f;(z,y) = 22 + y? (Forma de cuenco hacia arriba).
= Méximo relativo: fa(z,y) = —(2? + y?) (Forma de campana hacia abajo).

= Punto de silla: f3(z,y) = 22 — y? (Forma de silla de montar de caballo).
. y

(_( Proposicién 4.17 (Clasificacién de Extremos (Criterio de Sylvester)) )

Sea (xo,yo) un punto critico de f. Evaluamos la matriz Hessiana en dicho punto y calculamos sus
menores principales:

= El determinante del Hessiano: Ay = |H f(20,%0)| = fowfyy — (foy)?
= El primer elemento de la diagonal: Ay = f..(x0,y0)

La clasificacion se determina del siguiente modo:

SiAy >0y Ay >0 = f tiene un Minimo relativo en (xg,yo).

SiA; >0y Ay <0 = f tiene un Maximo relativo en (zg,yo)-

Si Ay <0 = f tiene un Punto de silla en (zg, yo).

Si Ay =0 = El test es inconcluso (hay que usar otros métodos).
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DaviD CONESA PAGAN CAPITULO 4. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Para una mayor se ha realizado un andlisis grafico en 3D, donde se observa el paraboloide y el punto
P(1,1,4), asi como la linea que representa la distancia minima entre ambos. Este tipo de visualizacién es
fundamental para comprender intuitivamente la naturaleza del problema de optimizacién con restricciones

en espacios de mas de dos dimensiones.

Ejemplo. Minima distancia del punto (5,7) a la elipse %2 +y?2=1.

1. Planteamiento de la Funcién Objetivo
La distancia de cualquier punto (z,y) al punto (5,7) es:

d(z,y) = /(2 = 5)2 + (y — 7)?

Para simplificar los cdlculos, minimizamos el cuadrado de la distancia:

flzy) =d(z,y) = (z =57+ (y—17)°

La restriccion es que el punto debe pertenecer a la elipse:

2,
9z, y) = +y —1=0

2. Método de los Multiplicadores de Lagrange
Definimos la funcién auxiliar o Lagrangiano:

F(:z:,y,)\):(x—5)2—|—(y—7)2+/\<%2+y2—1>

Calculamos sus derivadas parciales y las igualamos a cero:

® P(1,1,4)

e ()(1.39, 1.39, 3.86)
== Distancia minima

= === Proyeccion

x

Fo=2x—-5)4X =0 = 4(z—-5)+Az=0 = Az =20—4o = )\ =204
Fy=2y-T+2y=0 — 2y—14+2y=0 — 2y=14-2y — A= ¥
z?

Fy=Z 42 —1=0 = Z +42=1
A 4 Y 4 Y

3. Resolucién del Sistema
Igualamos las dos expresiones obtenidas para A:

20—4x T—vy

x Y

Multiplicamos en cruz para despejar:

y(20 —4x) = 2(7 —y) = 20y — 4oy =Tz — xy
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DaviD CONESA PAGAN CAPiTULO 5. INTEGRACION MULTIPLE

3. Método 2: Integracién en Orden YX (Laminas horizontales)
Al proyectar sobre el eje Y, el recinto se divi-

de en dos subrecintos Q = Oy U Qq, ya que la
"pared"derecha cambia en y = c.
Recinto inferior 2, (Tridngulo): O

Orden YX: Particion de Q

O ={(z,y) eR*:0<y<ec, 0<z<y}

€ Y ¢ 5c?
// 5dxdy:5/ (/ 1dx>dy:5/ ydy=— 4|
o 0 0 0 2

Recinto superior Q2 (Cupula parabdlica):

10 — 61
sz{(x7y)eR2:c§y§10, 0<z< 4y} \

0 qo—y 5 (10 2l \
S5dxdy =5 7 dy:§ /10 —ydy \
Qo c c

Aplicamos el cambio t =10 —y = dt = —dy:

2 4

S\foe 525,17 5 l_ \

L tdt — 7t3/2 - _ 1 _ 3/2 T e —y=—Cm~dbo-————
2 ), Vidt =3 [ 377 5(10-0) o

Resultado final por este método (suma de am- 0

bas): ' ' ' '

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
52 5
Masa = —; + 5(10—0)3/2

Nota: Ambos métodos arrojan exactamente el mismo valor numérico de la masa, aprorimdandose a 46,93 kg.

,_[ Observacién 5.3 (Caso de integracién en un rectangulo (Variables separables)) )ﬁ

Sea el recinto rectangular = [a,b] x [c,d]. Si la funcién integrando se puede factorizar como el
producto de dos funciones de una sola variable, es decir, f(x,y) = g(z)h(y), entonces la integral
doble se puede separar en el producto de dos integrales definidas simples.

Recinto rectangular Q

\§ J

Demostracion:
Por el Teorema de Fubini, sabemos que podemos integrar en cualquier orden:

//Qf(:c,y)dxdyZ/ab (/Cdf(x,y)dy> dxz/cd (/abfm)dx) ay
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DaviD CONESA PAGAN CAPiTULO 5. INTEGRACION MULTIPLE

/_( Observacién 5.7 (El Jacobiano en Coordenadas Esféricas) }

N
El cambio a coordenadas esféricas es fundamental para integrar recintos con simetria esférica (esferas,
conos, casquetes). La convencién matemética habitual para la transformacion es:

T = psin ¢ cos b
y = psin ¢sin 0
Z = pcoso
Donde p > 0 es la distancia al origen, 6 € [0, 27] es el dngulo azimutal (en el plano zy), y ¢ € [0, 7]
es el dngulo polar (desde el eje z positivo).
El determinante Jacobiano de esta transformacién tridimensional es:
8(z,y,72) singcosf —psingsinfd pcos¢pcosb
[J| = ’M = ||sin¢sind psinpcosd® pcos¢sinf|| = p?sin¢
(0,0, ¢) cos ¢ 0 —psin ¢
g J
— dp
— e
4
2
m
® 0
N
-2
-4
—4
w -2
o 0
m 2 > g
4 . el
w o Eje N

Interpretacion Geométrica:

Si tomamos un pequeio incremento en las tres variables (dp, df,d¢), en el plano paramétrico tenemos un
cubo perfecto de volumen dp df d¢. Sin embargo, al proyectarlo al espacio real (z,y, z), ese gubo'se deforma
convirtiéndose en una cuna esférica. Las longitudes de las aristas de esta cuna son:

= Arista radial: Simplemente el incremento del radio, dp.
= Arista latitudinal (movimiento en ¢): Un arco de circunferencia de radio p, cuya longitud es pde.

» Arista longitudinal (movimiento en #): Un arco de circunferencia, pero su radio de giro no es p, sino
la distancia al eje z, que por trigonometria es psin ¢. Su longitud es psin ¢ d6.

El volumen de esta cuna es el producto de sus tres aristas perpendiculares:

dV = (dp) - (pdg) - (psin ¢ df) = p®sin pdpdf de

Ese es exactamente el factor Jacobiano que aparece en la integral.
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DaviD CONESA PAGAN CAPITULO 6. INTEGRALES DE CALCULO VECTORIAL

6.4. Teorema de Stokes

(_( Teorema 6.3 (Teorema de Stokes) ) ~

Sea S una superficie orientada, suave a trozos, y sea Fr(S) su frontera formada por una o varias
curvas cerradas. Si F es un campo vectorial de clase C!, entonces:

//(VxF)~dS: F.dl
S Fr(S)

Siempre que las orientaciones de la superficie y de la frontera sean compatibles.
\s J

La analogia del Senor Stokes: Para que las orientaciones sean compatibles, imagina a un mufeco
caminando por el borde de la superficie Fr(S5).

= Su cabeza debe apuntar en la direccién del vector normal exterior N.
= Lleva un palo en su mano izquierda.

= Debe caminar en el sentido en el que el palo de su mano izquierda apunte hacia el interior de la
superficie (y no hacia el vacio).

(_( Corolario 6.4 (El Teorema de Green como caso particular de Stokes) ) -

Si aplicamos el teorema de Stokes a un disco o regién plana D apoyada en el suelo (plano zy,
donde z = 0), su vector normal es trivialmente N = (0,0,1). Tomemos un campo bidimensional
F = (P(z,y),Q(x,y),0) y una frontera v recorrida en sentido antihorario.

Primero, calculamos el rotacional de F":

i j k
rot(F)=VxF=| 2 a% 2 :(0’0,26’2_%_]3)
P(z,y) Q(z,y) 0 Y

A continuacién, aplicamos la integral de superficie de Stokes sustituyendo dS = N dxdy:

}IgF-dl://D(VxF)-dS://D<(O,O,%—g—§>,(070,1)> dady
froa [ (32-5) o

Recuperando de forma exacta la férmula del Teorema de Green.
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